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Abstract 

The paper is devoted to the analysis of the mode structure of radio wave propagation modes in the 

stratified atmosphere considering the reflection from the ionospheric layers. The dispersion 

equation corresponding to the simulation of propagation in the atmosphere through the air layer 

and the reflecting plasma half-space (non-homogeneous stratified ionosphere without the 

application of forces to the charges) is considered. The use of Spectral Parameter Power Series 

(SPPS) method is proposed for the analysis of radio wave propagation in the ionosphere as it shows 

good performance in solving the problem arising in this theoretical modeling compared to other 

numerical methods. Numerical results are obtained as the wavenumbers of the propagation modes 

for the different reflecting ionospheric layers with the possibility to analyze the wavenumber 

variation as a function of ionosphere height in a practically arbitrary way at a given frequency. 
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Resumen 

El trabajo está dedicado al análisis de la estructura de los modos de propagación de ondas de radio 

en la atmósfera estratificada teniendo en cuenta la reflexión de las capas ionosféricas. Se considera 

la ecuación de dispersión correspondiente a la simulación de la propagación en la atmósfera por la 

capa de aire y el semiespacio de plasma reflectante (ionosfera no homogénea estratificada sin 

aplicación de fuerzas a las cargas). Se propone el uso del método de Series de Potencias del 

Parámetro Espectral (SPPS por sus siglas en inglés) para el análisis de la propagación de ondas de 

radio en la ionosfera ya que muestra buen desempeño en la solución del problema que surge en 

este modelado teórico en comparación con otros métodos numéricos. Se obtienen resultados 

numéricos como los números de onda de los modos de propagación para las diferentes capas 

ionosféricas reflectantes con la posibilidad de analizar la variación del número de onda en función 

de la altura de la ionosfera de una forma prácticamente arbitraria a una frecuencia dada. 

Palabras clave: Atmósfera, estructura de modo, números de onda, onda de radio, propagación. 

 

 

I. INTRODUCCIÓN 

Se considera la propagación de ondas 

electromagnéticas en la atmósfera terrestre. 

Este problema tiene importantes intereses 

teóricos y aplicados, por ejemplo, en las 

comunicaciones por satélite, radioastronomía, 

etc. (ver [1]-[4]). La ionosfera existe entre 

aproximadamente 90 y 1000 km sobre la 

superficie de la tierra. La radiación del sol 

ioniza átomos y moléculas en esta región, 

liberando electrones y creando una región de 

iones y electrones libres. Sometidos al campo 

eléctrico externo de una señal de radio, estos 

electrones libres y iones experimentan una 

fuerza que les ocasionará un movimiento. Sin 

embargo, dado que la masa de los iones es 

mucho mayor a la masa de los electrones, los 

movimientos iónicos son relativamente 

pequeños y serán ignorados (al igual que la 

colisión de electrones) en este trabajo (ver, por 

ejemplo, [5]). La ionización de los rayos del 

sol produce densidades de electrones libres 

del orden de 1010 a 1012 electrones por metro 

cúbico (ver [5]). Las capas de alta densidad de 

electrones reciben nombres especiales: son 

llamadas capas D, E y F (para más detalles, 

ver [5]). Durante el día, la capa F se divide en 

dos capas llamadas F1 y F2, mientras que la 

capa D desaparece completamente por la 

noche (véase Fig. 1). Las ondas de radio por 

debajo de 40 MHz se ven afectadas 

significativamente por la ionosfera, 

principalmente porque las ondas de radio en 

este rango de frecuencia se reflejan de manera 

efectiva por la ionosfera. Se tomarán en 

cuenta las cuatro capas que conforman a la 

ionosfera. 

 

 
Figura 1. Capas D, E y F durante el día y la noche 

[5]. 

 

Se parte del análisis de los modos propagados 

en una onda electromagnética desde las 

ecuaciones de Maxwell a partir de las cuales 

se obtiene una ecuación de dispersión para la 

propagación (ver [6]), la cual se puede 

manipular y llevar a una forma de Sturm-

Liouville. Esto permite resolver la ecuación 

de dispersión con un método analítico (para 
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casos simples muy concretos) y de forma 

numérica con el método SPPS. En 

comparativa con otros métodos señalados en 

este trabajo, este método ofrece una nueva, 

efectiva y eficaz alternativa para la resolución 

de la ecuación de dispersión planteada y la 

obtención de los modos de propagación 

correspondientes. 

 

Es necesario señalar que el análisis que se 

realiza a lo largo de todo este trabajo es 

considerando que la frecuencia de operación 

siempre será mayor a la frecuencia de plasma 

𝜔 > 𝜔𝑝. Así se toman en cuenta los efectos de 

propagación de dicha frecuencia en la 

ionosfera, condicionada a atravesarla, pero 

con una refracción significativa. En este caso 

se usa una frecuencia de 𝑓 = 13.21 MHz. Los 

parámetros usados en este trabajo son 

tomados directamente de una situación real 

respecto a la ionosfera, su estratificación y sus 

frecuencias críticas (ver [7]). Se considera a la 

ionosfera iniciando una altura de 83 km y 

terminando a 255 km aproximadamente y 

constituida (por simplicidad) por cuatro capas. 

Se fija una altura de referencia a 300 km sobre 

la superficie de la tierra, sobre la ionosfera y 

hasta donde termina el análisis. Los valores de 

los parámetros utilizados en cada capa surgen 

de la literatura (ver [7]) y permiten analizar la 

propagación a través de las capas ionosféricas. 

Se buscaron en la bibliografía resultados 

disponibles numéricos del cálculo de los 

números de onda presentes en esta guía 

ionosférica de plasma para poder realizar una 

comparativa con los resultados obtenidos y 

éstos solo se han obtenido analizando la 

propagación entre capas homogéneas 

recorriéndolas una a una. Aquí se usan tales 

soluciones analíticas junto con los parámetros 

reales ya mencionados para evaluar la 

precisión de las soluciones que entrega el 

método SPPS en este modelo simplificado, lo 

cual se hace en la Sección V. 

 

Cabe mencionar que, a diferencia de otros 

métodos, como el método Ray Tracing (ver, 

por ejemplo, [8]-[12]) y el método Finite-

Difference Time-Domain (ver, por ejemplo, 

[13]), el método SPPS ofrece una nueva 

alternativa para el análisis, procesamiento y 

obtención de los modos de propagación de 

una onda electromagnética en un medio 

estratificado como la ionosfera no homogénea 

y sin aplicación de fuerzas a las cargas. Un 

análisis más detallado utilizando una función 

continua para describir las variaciones en la 

densidad de plasma en función de la altura de 

la ionosfera se plantea como un trabajo que 

podrá llevarse a cabo a futuro. 

 

El trabajo se divide de la siguiente manera. En 

la sección II se introducen algunos parámetros 

básicos que permiten caracterizar a una onda 

electromagnética viajando en plasma. En la 

sección III se describe la forma en que se 

obtiene la ecuación de dispersión cuyas 

soluciones representarán los modos guiados. 

De los métodos existentes y su comparativa 

con el método SPPS se habla en la sección IV 

del presente trabajo. Finalmente, en la sección 

V se muestran los resultados obtenidos. 

 

II. PARÁMETROS DE UNA ONDA 

ELECTROMAGNÉTICA VIAJANDO 

EN PLASMA 

Una frecuencia de plasma (𝜔𝑝) se puede 

definir como (ver [3], [5]). 

 

𝜔𝑝
2(𝑧) =

𝑁𝑒(𝑧)𝑒
2

𝜀0𝑚
≈ 3183𝑁𝑒(𝑧), (Ec. 1) 

 

Donde 𝑁𝑒(𝑧) es la densidad de electrones, 𝑧 

es la altura respecto a la superficie de la tierra, 

𝑒 es la carga del electrón, 𝑚 es la masa del 

electrón y 𝜀0 es la permitividad eléctrica del 

espacio libre. Note que esta densidad depende 

de la altura con respecto a la superficie de la 
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tierra. En una primera región muestra un 

comportamiento donde aproximadamente y 

en términos generales, crece con la altura (ver 

[3], [5]). Se llega a una altura donde 𝑁𝑒(𝑧) se 

estabiliza, alcanza su valor máximo y después 

hay una región donde decrece. Por encima de 

esta región, para una altura constante que se 

denotará como 𝐻, se puede considerar como 

una constante a 𝑁𝑒(𝑧) para 𝑧 ≥ 𝐻. Cada 

altura de las distintas regiones puede 

identificarse como la altura de las capas que 

conforman a la ionosfera para este trabajo. 

 

La dificultad de modelar los distintos valores 

de 𝑁𝑒(𝑧) con respecto a la altura obliga a usar 

métodos numéricos para la obtención de los 

modos propagados. 

 

La velocidad de fase en el plasma (𝑐𝑝) se 

calcula como: 

 

𝑐𝑝(𝜔) =
𝑐0

√1 −
𝜔𝑝2

𝜔2

> 𝑐0,     si 𝜔 > 𝜔𝑝,  

 

Donde 𝑐0 es la velocidad de la luz en el vacío, 

y, a partir de la cual, el número de onda en el 

plasma (𝑘𝑝) es dado como: 

 

𝑘𝑝(𝜔) =
𝜔

𝑐𝑝(𝜔)
=
1

𝑐0
√𝜔2 −𝜔𝑝2 <

𝜔

𝑐0
.  

 

La velocidad de grupo en el plasma (𝑣𝑝) está 

dada como: 

 

𝑣𝑝(𝜔) =
1

𝑘𝑝′ (𝜔)
= 𝑐0√1 −

𝜔𝑝2

𝜔2
< 𝑐0,

𝜔 > 𝜔𝑝, 

 

 

Donde 𝑘𝑝
′  es la derivada de 𝑘𝑝 respecto a 𝜔. 

Las velocidades de fase y de grupo para una 

onda viajera a una frecuencia determinada y 

para un modo dado, son la velocidad de una 

superficie equifásica en la dirección de 

propagación y la velocidad a la que la energía 

es transportada en la dirección de 

propagación, respectivamente. El número de 

onda también se puede calcular como 2π/λ, 

donde λ es la longitud de onda en el medio 

(ver [14]). 

 

III. DEFINICIÓN DE LOS MODOS DE 

PROPAGACIÓN EN LA 

ATMÓSFERA 

Partiendo del análisis de los modos 

propagados, de las ecuaciones de Maxwell en 

su forma diferencial se puede obtener una 

serie de ecuaciones onda escalares (ver, por 

ejemplo, [6], pp. 12, 45-46), para la obtención 

de la siguiente ecuación: 

 

∇𝑥
2Φ(𝜔, 𝒙, 𝑧) +

𝜕2

𝜕𝑧2
Φ(𝜔, 𝒙, 𝑧) + 𝑘2(𝜔, 𝑧)Φ(𝜔, 𝒙, 𝑧) = 0,

𝒙 ∈ ℝ𝟐, 0 < z < ∞, 
(Ec. 2) 

 

Donde Φ(𝜔, 𝑥, 𝑧) es el campo escalar del 

campo magnético 𝐻𝑧(𝜔, 𝑥, 𝑧) en su 

componente 𝑧, 𝑥 es el vector de dirección 

horizontal y z es la dirección vertical. La 

solución se asume de la forma: 

 

Φ(𝜔, 𝒙, 𝑧) = 𝑒𝑖𝒙∙𝜶𝑢(𝜔, 𝜶, 𝑧),
𝜶 = (𝛼1, 𝛼2), 

 

 

Donde 𝛼 es conocido como el vector de onda, 

este señala la dirección de la propagación de 

la onda cuya magnitud |𝛼| es el número de 

onda. 

 

Así, puede obtenerse para 𝑢(𝜔, 𝛼, 𝑧). 
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𝑑2𝑢(𝜔, |𝜶|, 𝑧)

𝑑𝑧2
+ (𝑘2 − |𝜶|2)𝑢(𝜔, |𝜶|, 𝑧) = 0, 𝑧 ∈ (0,+∞), (Ec. 3) 

 

Asignando 𝛼 = |𝛼| y bajo las condiciones de 

continuidad 

 

𝑢(𝜔, 𝛼, 0) = 0, (Ec. 4) 

 

y 

 

𝑢(𝜔, 𝛼, 𝐻 − 0) = 𝑢(𝜔, 𝛼, 𝐻 + 0), 
𝜕𝑢(𝜔, 𝛼, 𝐻 − 0)

𝜕𝑧
=
𝜕𝑢(𝜔, 𝛼, 𝐻 + 0)

𝜕𝑧
. 

(Ec. 5) 

 

Pueden asociarse Ecuación (3) y las 

condiciones Ecuación (4) y Ecuación (5) con 

el siguiente problema espectral para la 

ecuación diferencial ordinaria con forma a la 

ecuación de Sturm-Liouville (ver, por 

ejemplo, [15] y las referencias ahí citadas). 

 

𝑑2𝑢(𝜔, 𝛼, 𝑧)

𝑑𝑧2
+ 𝑘2(𝜔, 𝑧)𝑢(𝜔, 𝛼, 𝑧) = 𝛼2𝑢(𝜔, 𝛼, 𝑧),     𝑧 ∈ (0,+∞). (Ec. 6) 

 

Para su solución, usualmente primero se 

considera la solución 𝑢𝑎(𝜔, 𝛼, 𝑧) de Ecuación 

(3) en el intervalo (0, 𝐻) que satisface las 

condiciones iniciales. 

 

𝑢𝑎(𝜔, 𝛼, 0) = 0,
𝜕𝑢𝑎(𝜔, 𝛼, 𝑧)

𝜕𝑧
= 1, 𝑧 = 0, 𝛼 > 0. (Ec. 7) 

 

La solución es única. Después se considera la 

solución 𝑢𝑖(𝜔, 𝛼, 𝑧) de Ecuación (3) en el 

intervalo (𝐻,+∞): 
 

𝑑2𝑢𝑖(𝜔, 𝛼, 𝑧)

𝑑𝑧2
+ 𝑘𝑖

2(𝜔, 𝑧)𝑢𝑖(𝜔, 𝛼, 𝑧) = 𝛼
2𝑢𝑖(𝜔, 𝛼, 𝑧),     𝐻 < 𝑧 < +∞. (Ec. 8) 

 

Esta es una ecuación con coeficientes 

constantes, por lo tanto: 

 

𝑢𝑖(𝜔, 𝛼, 𝐻) = 𝐶1(𝜔, 𝛼)𝑒
√𝛼2−𝑘𝑖

2(𝜔)(𝑧−𝐻)
+ 𝐶2(𝜔, 𝛼)𝑒

−√𝛼2−𝑘𝑖
2(𝜔)(𝑧−𝐻)

,
𝐻 < 𝑧 < +∞, 

(Ec. 9) 

 

Para 𝐻 < 𝑧 < +∞. Las constantes 𝐶1(𝜔, 𝛼) y 

𝐶2(𝜔, 𝛼) pueden ser encontradas a partir de 

las condiciones Ecuación (4) y Ecuación (5): 

 

𝐶1(𝜔, 𝛼) + 𝐶2(𝜔, 𝛼) = 𝑢𝑎(𝜔, 𝛼, 𝐻), 

𝐶1(𝜔, 𝛼) − 𝐶2(𝜔, 𝛼) =
𝑢𝑎

′(𝜔, 𝛼, 𝐻)

√𝛼2 − 𝑘𝑖
2(𝜔)

,  

 

Donde 𝑢𝑎
′ (𝜔, 𝛼, 𝑧) es la derivada de 

𝑢𝑎(𝜔, 𝛼, 𝑧) respecto a 𝑧. Se considera además 

que las soluciones de Ecuación (8) satisfacen 

las condiciones 

 

lim
𝑧→+∞

𝑢(𝜔, 𝛼, 𝑧) = 0,  
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Esto da como resultado 𝐶1(𝜔, 𝛼) = 0. Por lo 

tanto, 𝛼 debe ser la solución de la ecuación de 

dispersión 

 

𝑢𝑎(𝜔, 𝛼, 𝐻) +
𝑢𝑎
′ (𝜔, 𝛼, 𝐻)

√𝛼2 − 𝑘𝑖
2(𝜔)

= 0 

(Ec. 10) 

 

Donde 

 

𝑘𝑖(𝜔) < 𝛼 < 𝑘𝑚𝑎𝑥(𝜔):
= max

𝑧∈[0,𝐻]
𝑘𝑎(𝜔, 𝑧), 

𝑘𝑖(𝜔) < 𝛼1(𝜔) < 𝛼2(𝜔) < ⋯
< 𝛼𝑚(𝜔) < 𝑘𝑎(𝜔), 

 

 

Y donde 𝛼𝑗(𝜔) es llamado el Número de 

Modo de Onda (NMO) y es una solución a la 

ecuación de dispersión para las condiciones 

de frontera especificadas. 

 

IV. MÉTODO SPPS 

El método SPPS (Series de Potencias del 

Parámetro Espectral, SPPS por sus siglas en 

inglés) es una técnica desarrollada en años 

recientes. Se usa para resolver ecuaciones 

diferenciales lineales de segundo orden. Éstas 

pertenecen a un campo clásico de las 

matemáticas donde hay ya diversas maneras 

de resolverlas. No obstante, hay fuertes 

limitaciones a la aplicabilidad de los 

esquemas numéricos disponibles. Por 

ejemplo, si el espectro discreto de un 

problema no es necesariamente real, hay muy 

pocas opciones para tratar dicho problema 

(e.g. diferencias finitas, que también tiene sus 

limitaciones, ver [13], [15]-[17]). También, 

por ejemplo, considere que las ecuaciones 

resultantes para el método Finite-Difference 

Time-Domain son resueltas de una manera 

“en saltos” una y otra vez hasta que el estado 

deseado transitorio o estacionario del 

comportamiento del campo electromagnético 

haya evolucionado completamente para la 

situación de una onda electromagnética ELF 

(Extremely Low Frequency) propagada en la 

ionósfera (ver [13]). Otro caso con el método 

Ray Tracing (siendo el más usado en la 

actualidad), es que evalúa el camino de una 

onda electromagnética en la ionosfera 

modelando la onda como un rayo. El proceso 

avanza repetidamente sobre distancias 

pequeñas hasta completar la ruta deseada y en 

su proceso pueden surgir inconsistencias 

debidas a errores numéricos computacionales 

como también puede surgir una cierta 

complejidad en la programación del 

modelado que se haya planteado (ver [8]-

[12]). En contraste, el método SPPS permite 

realizar en un solo proceso la obtención de los 

modos de propagación de una onda 

electromagnética a través de la ionosfera de 

manera rápida, efectiva y eficaz, ofreciendo 

un grado de error suficientemente pequeño, 

como se pretende mostrar en este trabajo, para 

su aplicación práctica. 

 

La principal ventaja del método SPPS es que, 

a diferencia de otros métodos, como el 

método Wentzel-Kramers-Brillouin por 

ejemplo, es un método para encontrar 

soluciones aproximadas a ecuaciones 

diferenciales lineales con coeficientes que 

varían espacialmente y le permite a uno 

trabajar con una representación analítica de la 

solución, en vez de sólo una tabla de valores 

entregados por un método numérico (ver 

[16]-[18]). Otra diferencia contra otras 

técnicas es que no se requiere asumir al valor 

de  como pequeño o grande (el método 

Wentzel-Kramers-Brillouin sólo funciona 

cuando es relativamente grande) (ver [16]-

[18]). En general, se tienen tres características 

importantes (ver [15]-[17]): 

 

1. Para resolver problemas de valores 

iniciales o con valores de frontera, el 

método SPPS se desempeña mejor o 

al menos igual que otras técnicas 

puramente numéricas. 
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2. Es altamente ventajoso cuando la 

solución se requiere para distintos 

valores del parámetro espectral. 

3. El método SPPS permite escribir en 

forma explícita las ecuaciones 

características de muchos problemas 

espectrales, a los cuales en la práctica 

reduce a la localización de ceros de las 

funciones analíticas correspondientes 

dadas por sus series de Taylor. 

 

Este método, el cual parte de una ecuación 

de Sturm-Liouville en una forma 

generalizada, considera la ecuación: 

 

(𝑝𝑢′)′ + 𝑞𝑢 = 𝜆𝑟𝑢, 
 

 

Donde 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑢 son funciones complejo-

valuadas, 𝜆 es el parámetro espectral siendo 

este una constante compleja arbitraria, donde 
(∙)′ es la derivada con respecto a la variable 

independiente 𝑥. Para lo cual propone una 

solución general 𝑢 de la forma: 

 

𝑢 = 𝑐1𝑢1 + 𝑐2𝑢2, 
 

 

Siendo 

 

𝑢1 = 𝑢0∑𝜆𝑘�̃�(2𝑘)
∞

𝑘=0

, 𝑢2

= 𝑢0∑𝜆𝑘𝑋(2𝑘+1)
∞

𝑘=0

  

 

 

Con �̃�(𝑛) y 𝑋(𝑛) definidos por relaciones 

recursivas para n=1, 2, … 

 

�̃�(𝑛)(𝑥) =

{
 
 

 
 ∫ �̃�(𝑛−1)(𝑠)𝑢0

2(𝑠)𝑟(𝑠)𝑑𝑠, 𝑛 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟,
𝑥

𝑥0

∫ �̃�(𝑛−1)(𝑠)
1

𝑢0
2(𝑠)𝑝(𝑠)

𝑑𝑠, 𝑛 𝑝𝑎𝑟,
𝑥

𝑥0

 

 

𝑋(𝑛)(𝑥) =

{
 
 

 
 ∫ 𝑋(𝑛−1)(𝑠)

1

𝑢0
2(𝑠)𝑝(𝑠)

𝑑𝑠, 𝑛 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟,
𝑥

𝑥0

∫ 𝑋(𝑛−1)(𝑠)𝑢0
2(𝑠)𝑟(𝑠)𝑑𝑠, 𝑛 𝑝𝑎𝑟,

𝑥

𝑥0

 

 

 

 

y partiendo de �̃�(0) ≡ 1 y 𝑋(0) ≡ 1.  
 

Partiendo del modelo planteado en la Sección 

III (bien conocido en la literatura), y 

considerando la descripción del método SPPS 

recién mostrada (también ya aplicado a 

diversos problemas), aquí se plantea su 

solución mediante el método SPPS, la cual 

consiste en obtener la solución 𝑢𝑖(𝜔, 𝛼, 𝑧) 

bajo las condiciones de continuidad de la 

solución en las capas no homogéneas inferior 

y superior a su vez definiendo con los 

parámetros de la ionósfera estratificada las 

funciones 𝑝, 𝑞 y 𝑟. Como un ejemplo, puede 

considerarse los registrados en la Tabla 1 

tomados de las mediciones y condiciones 

prácticas de [7]. 
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Tabla 1. Valores prácticos de frecuencias de plasma con sus respectivas alturas y densidades de electrones. 

Capa 

ionosférica 
Altura máxima 

de capa z [km] 

Densidad de electrones 

𝑵(𝒛) [𝟏𝟎𝟏𝟏
𝒆

𝐦𝟑
] 

Frecuencia Crítica 

𝒇𝒄 [𝐌𝐇𝐳] 

D 81.03 0.0075 0.246 

E 105.00 1.2300 3.148 

F1 182.09 2.4324 4.429 

F2 254.99 6.0767 7.000 

 

El algoritmo permite calcular los números de 

modo de onda 𝛼𝑗(𝜔), 𝑗 = 1,… ,𝑚, para la 

propagación de las ondas de radio en la 

atmósfera en la guía de onda de plasma 

simulada. Éstos se caracterizan por el número 

de onda 𝑘(𝜔, 𝑧) con 𝑧 ∈ (0,+∞), según se 

muestra: 

 

𝑘(𝜔, 𝑧) =

{
 
 
 

 
 
 𝑘1(𝜔) =

𝜔

𝑐0
, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐻 (𝑃𝑎𝑟𝑡𝑒 𝑏𝑎𝑗𝑎 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑎𝑡𝑚ó𝑠𝑓𝑒𝑟𝑎),

𝑘2(𝜔, 𝑧) =
√𝜔2 − 𝜔𝑝2(𝑧)

𝑐0
, 𝐻 ≤ 𝑧 ≤ 𝐻1 (𝐼𝑜𝑛ó𝑠𝑓𝑒𝑟𝑎),

𝑘3(𝜔) =
√𝜔2 − 𝜔𝑝1

2

𝑐0
, 𝑧 ≥ 𝐻1 (𝑆𝑜𝑏𝑟𝑒 𝑙𝑎 𝑖𝑜𝑛ó𝑠𝑓𝑒𝑟𝑎),

 (Ec. 11) 

 

Donde 𝜔𝑝(𝑧), es la frecuencia de plasma 

variable por cada altura 𝑧 ∈ [𝐻,𝐻1] de cada 

capa que compone la ionósfera, 𝜔𝑝1 es la 

frecuencia del plasma de la parte superior de 

la ionósfera, y donde: 

 

max
[𝐻,𝐻1]

 𝜔𝑝(𝑧) < 𝜔𝑝1. (Ec. 12) 

 

Asuma que 𝜑 satisface la condición de 

frontera en la superficie de la Tierra: 

 

𝜑(𝜔, 𝛼, 0) = 0, (Ec. 13) 

 

Donde 𝜑 es la función de onda. El esquema 

de cálculo de los modos de onda 𝛼𝑗(𝜔) 

aplicando el método SPPS es el siguiente. 

Considere la Ecuación (10) para 𝑧 ∈ (0, 𝐻) 
con 𝑘2(𝜔, 𝑧) = 𝑘1

2(𝜔) y llame a su solución 

𝜑1(𝜔, 𝛼, 𝑧), la cual satisface Ecuación (13), 

 

𝜑1(𝜔, 𝛼, 𝑧) = sin (√𝑘1
2(𝜔) − 𝛼2𝑧) , 𝑧 ∈ (0, 𝐻), 𝛼 < 𝑘1(𝜔). (Ec. 14) 

 

Se debe encontrar la solución del problema de 

Cauchy mediante el método SPPS respecto a 

𝛼2 para Ecuación (10) en el intervalo 𝑧 ∈

(𝐻,𝐻1) con 𝑘2(𝜔, 𝑧) = 𝑘2
2(𝜔, 𝑧), llamando a 

su solución 𝜑2(𝜔, 𝛼, 𝑧). Se tienen además las 

condiciones de continuidad: 

 

𝜑2(𝜔, 𝛼, 𝐻) = 𝜑1(𝜔, 𝛼, 𝐻), 
𝑑𝜑2(𝜔, 𝛼, 𝑧)

𝑑𝑧
=
𝑑𝜑1(𝜔, 𝛼, 𝑧)

𝑑𝑧
, 𝑧 = 𝐻 

 

 

De tal manera que: 
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φ2(𝜔, 𝛼, 𝐻) = sin (√𝑘1
2(𝜔) − 𝛼2𝐻), 

𝑑φ2(𝜔, 𝛼, 𝑧)

𝑑𝑧
= √𝑘1

2(𝜔) − 𝛼2 cos (√𝑘1
2(𝜔) − 𝛼2𝑧) , 𝛼 < 𝑘1(𝜔), 𝑧 = 𝐻. 

(Ec. 15) 

 

Ahora, para la parte superior a la ionósfera, de 

Ecuación (10) ahora para 𝑧 ∈ (𝐻1, +∞), con 

𝑘2(𝜔, 𝑧) = 𝑘3
2(𝜔) y llamando en este caso a 

su solución 𝜑3(𝜔, 𝛼, 𝑧), donde 𝛼 > 𝑘3(𝜔) 
bajo las condiciones de continuidad: 

 

𝜑3(𝜔, 𝛼, 𝐻1) = 𝜑2(𝜔, 𝛼, 𝐻1), 
𝑑𝜑3(𝜔, 𝛼, 𝑧)

𝑑𝑧
=
𝑑𝜑2(𝜔, 𝛼, 𝑧)

𝑑𝑧
, 𝑧 = 𝐻1 

(Ec. 16) 

 

Donde φ2(𝜔, 𝛼, 𝐻1) y 
𝑑φ2(𝜔,𝛼,𝑧)

𝑑𝑧
, 𝑧 = 𝐻1 

deben ser obtenidas previamente. Entonces 

para la solución para 𝜑3(𝜔, 𝛼, 𝑧) se sustituye 

en Ecuación (10). 

 

𝑑2𝜑3(𝜔, 𝛼, 𝑧)

𝑑𝑧2
+ 𝑘𝑖

2(𝜔, 𝑧)𝜑3(𝜔, 𝛼, 𝑧) = 𝛼
2𝜑3(𝜔, 𝛼, 𝑧),     𝐻1 < 𝑧 < +∞. (Ec. 17) 

 

Esta Ecuación (17) tiene coeficientes 

constantes, por lo tanto: 

 

𝜑3(𝜔, 𝛼, 𝑧) = 𝐶1(𝜔, 𝛼)𝑒
√𝛼2−𝑘3

2(𝜔)(𝑧−𝐻1)

+ 𝐶2(𝜔, 𝛼)𝑒
−√𝛼2−𝑘3

2(𝜔)(𝑧−𝐻1)
,              𝐻1 < 𝑧 < +∞, 

(Ec. 18) 

 

Donde φ2(𝜔, 𝛼, 𝐻1) es calculada por el 

método SPPS, esto es, φ3(𝜔, 𝛼, 𝐻1) y 
𝑑φ3(𝜔,𝛼,𝑧)

𝑑𝑧
, 𝑧 = 𝐻1 son conocidos. 

 

Por lo tanto, se obtiene el sistema de 

ecuaciones siguiente: 

 

𝐶1(𝜔, 𝛼) + 𝐶2(𝜔, 𝛼) = 𝜑2(𝜔, 𝛼, 𝐻1), 

𝐶1(𝜔, 𝛼) − 𝐶2(𝜔, 𝛼) =
1

√𝛼2 − 𝑘3
2(𝜔)

𝑑𝜑2(𝜔, 𝛼, 𝑧)

𝑑𝑧
, 𝑧 = 𝐻1. 

(Ec. 19) 

 

Del cual pueden determinarse: 

 

𝐶1(𝜔, 𝛼) =
1

2
(𝜑2(𝜔, 𝛼, 𝐻1) +

1

√𝛼2 − 𝑘3
2(𝜔)

𝑑𝜑2(𝜔, 𝛼, 𝑧)

𝑑𝑧
) , 𝑧 = 𝐻1 

𝐶2(𝜔, 𝛼) =
1

2
(𝜑2(𝜔, 𝛼, 𝐻1) −

1

√𝛼2 − 𝑘3
2(𝜔)

𝑑𝜑2(𝜔, 𝛼, 𝑧)

𝑑𝑧
) ,   𝑧 = 𝐻1. 

(Ec. 20) 
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La solución Ecuación (18) es decreciente 

exponencialmente si y solo si 𝐶1(𝜔, 𝛼) = 0. 
Por lo tanto, se obtiene la ecuación de 

dispersión: 

 

𝛬(𝜔, 𝛼) = 𝜑2(𝜔, 𝛼, 𝑧) +
1

√𝛼2 − 𝑘3
2(𝜔)

𝑑𝜑2(𝜔, 𝛼, 𝑧)

𝑑𝑧
= 0, 𝑧 = 𝐻1. (Ec. 21) 

 

Para el cálculo de los números de modo de 

onda 𝛼𝑗(𝜔), 𝑗 = 1,… ,𝑁(𝜔) en el intervalo: 

 

𝛼 ∈

(

 
√𝜔2 − 𝜔𝑝1

2

𝑐0
,
𝜔

𝑐0
)

 .  

 

Entonces los números de modo de onda 

𝛼𝑗(𝜔) son las soluciones a la ecuación de 

dispersión Ecuación (21) y las 

eigenfunciones del problema de Sturm-

Liouville 𝜆𝑗(𝜔) = 𝛼𝑗
2(𝜔) donde 

φ2(𝜔, 𝛼, 𝐻1) es determinada por el método 

SPPS. 

 

Considerando 𝛼𝑗(𝜔) la función del número 

de modo de onda dependiente de la 

frecuencia 𝜔, es solución de Ecuación (21), 

se pueden obtener las velocidades de grupo 

de los modos (𝑉𝑔𝑗) con las soluciones 

obtenidas del método SPPS, siendo: 

 

𝑉𝑔𝑗(𝜔) =
1

𝛼𝑗
′(𝜔)

m

s
, (Ec. 22) 

 

Donde 𝛼𝑗
′(𝜔) es la derivada de 𝛼𝑗(𝜔) 

respecto a 𝜔. 

 

V. RESULTADOS 

Modelando la atmósfera según los parámetros 

de la Tabla 2, se implementaron tanto el 

método de solución analítico (visto en la 

Sección III, Ecuación (10), para el modelo 

más simple de la atmósfera constituido por 

pocas capas homogéneas) como el método 

SPPS mediante códigos elaborados en Matlab 

(ver Anexos) para facilitar y agilizar la 

obtención de resultados para la ecuación de 

dispersión para un modelo estratificado (en 

este caso de cuatro capas). Si bien la solución 

analítica podría emplearse para un análisis 

más minucioso, esto implicaría considerar un 

número grande de capas estratificadas 

conformando a la ionosfera e ir analizando el 

paso de la onda por cada una de ellas. El 

método SPPS podría permitir el análisis en un 

solo paso tomando en cuenta al número de 

onda como función de la altura ligado a la 

densidad electrónica de la ionosfera. 

 
Tabla 2. Frecuencias críticas de plasma y números de onda en respectivas capas de la atmósfera en diversas alturas 

utilizadas para el método analítico y el método SPPS. 

Altura 

máxima de 

cada capa (z 

[km]) 

Frecuencia crítica de plasma 

(𝒇𝒄 [𝐌𝐇𝐳]) 

Frecuencia de plasma 

(𝝎𝒑 = 𝟐𝝅𝒇𝒄  [× 𝟏𝟎
𝟔 𝐫𝐚𝐝

𝐬
]) 

Número de onda 

(𝒌(𝝎, 𝒛) [
𝟏

𝐦
]) 

0 – 81.03 

(Capa de aire) 
− − 𝑘1 = 0.2767 

81.03 – 105.00 0.246 1.55 𝑘2 = 0.2748 

105.00 – 

182.09 
3.148 19.78 𝑘2 = 0.2687 

182.09 – 

254.99 
4.429 27.83 𝑘2 = 0.2607 

254.99 - … 7 44 𝑘3 =  0.2346 
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Donde 𝑘1 es obtenido de la frecuencia de 

operación (𝜔 = 2𝜋𝑓 = 2𝜋(13.21 MHz) =

83 [
rad

s
]). Puede asumirse a 𝑘(𝜔, 𝑧) como 

una adición de diferentes funciones de 

Heaviside con valores dependientes de 𝑧 

como se muestra en la Figura 2. 

 

 
Figura 2. Número de onda como variable, dependiente de z según datos de la Tabla 2. 

 

Con la frecuencia de operación 𝜔 = 83 ×

106
𝑟𝑎𝑑

𝑠
, considerando la estratificación de la 

ionosfera y tras implementar el método SPPS, 

se obtuvieron los Números de Modo de Onda 

plasmados en la Tabla 3 (véase también la 

Fig. 3). 

 

Tabla 3. Números de modo de onda (NMO). 

𝜶𝒏 𝑵𝑴𝑶 [
𝟏

𝐦
] 

𝜶𝟏 0.2497 

𝜶𝟐 0.2651 

𝜶𝟑 0.2738 
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Figura 3. Oscilaciones de la ecuación de dispersión, donde cada cruce por cero identifica un NMO (señalados con 

los círculos naranjas) que satisfacen la ecuación de dispersión. 

 

Para poder validar la precisión con la que se 

calculan los números de modo de onda, se 

comparan los obtenidos por los métodos 

analítico y SPPS (𝑁𝑀𝑂𝐴𝑛𝑎𝑙í𝑡𝑖𝑐𝑜 y 𝑁𝑀𝑂𝑆𝑃𝑃𝑆, 

respectivamente). Se prueba el modelo más 

simple de la atmósfera para cada una de las 

capas con las condiciones mostradas en la 

Tabla 2, donde los códigos de programación 

empleados se encuentran en el Anexo. Se 

calcula el error absoluto: 

 

𝐸𝐴 = |𝑁𝑀𝑂𝐴𝑛𝑎𝑙í𝑡𝑖𝑐𝑜 − 𝑁𝑀𝑂𝑆𝑃𝑃𝑆| 
 

 

Y el error relativo 

 

𝐸𝑅 = |
𝑁𝑀𝑂𝐴𝑛𝑎𝑙í𝑡𝑖𝑐𝑜−𝑁𝑀𝑂𝑆𝑃𝑃𝑆

𝑁𝑀𝑂𝐴𝑛𝑎𝑙í𝑡𝑖𝑐𝑜
|.  

 

Para la primera capa en 81.03 [km], se tienen 

los siguientes datos registrados en la Tabla 4. 

 
Tabla 4. Comparación de los resultados obtenidos método SPPS y el método analítico. 

NMO Método SPPS Método analítico EA ER 

𝜶𝟏 0.275369353727715 0.275369353739054 11.33910−12 41.17710−12 

 

Para la segunda capa en 105 [km], se tienen 

los siguientes datos registrados en la Tabla 5. 
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Tabla 5. Comparación de los resultados obtenidos del método SPPS y el método analítico. 

NMO Método SPPS Método analítico EA ER 

𝜶𝟏 0.271861574256021 0.271861575483257 1.22710−9 4.51410−9 

𝜶𝟐 0.275437422865519 0.275437568234162 145.36810−9 527.77310−9 

 

Para la tercera capa en 182.09 [km], se tienen 

los datos registrados en la Tabla 6. 

 
Tabla 6. Comparación de los resultados obtenidos del método SPPS y el método analítico. 

NMO Método SPPS Método analítico EA ER 

𝜶𝟏 0.264698042265001 0.264697757056782 2.85210−7 1.07710−6 

𝜶𝟐 0.268978902593941 0.268984246603201 5.34410−6 1.98610−5 

𝜶𝟑 0.272342830607544 0.272363062337198 2.02310−5 7.42810−5 

𝜶𝟒 0.274746686577729 0.274757084465691 1.03910−5 3.78410−5 

𝜶𝟓 0.276187037677736 0.276213232262049 2.61910−5 9.48310−5 

 

Considerando (solo por dar algún valor) el 

rango frecuencias de 83 < 𝜔 < 95.987 
(× 106

𝑟𝑎𝑑

𝑠
) se pudieron calcular las 

funciones 𝛼𝑗(𝜔) respectivas (ver Fig. 4). 

 

 

Figura 4. Cada uno de los ocho NMO calculados en las frecuencias 83 < 𝜔 < 95.987 (× 106
𝑟𝑎𝑑

𝑠
). 
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A partir de las diferentes 𝛼𝑗(𝜔) pueden 

obtenerse las velocidades de grupo de los 

modos, de Ecuación (22) se construyen las 

velocidades de grupo de los modos mismas 

que se muestran en la Fig. 5, donde el mismo 

código de programación empleado para la 

resolución de este se puede encontrar en el 

Anexo. 

 

 
Figura 5. Velocidades de Grupo de los Modos. 

 

La implementación en una PC estándar tarda 

alrededor de 12.5 segundos de procesamiento 

para la resolución de la ecuación de 

dispersión y la obtención de los NMO 

respecto a cada capa (o altura) a una 

frecuencia contemplada con un código de 

MATLAB R2022a. En esencia la PC estándar 

utilizada cuenta con: 

• Procesador Intel Core i7 de 2.6 GHz 

10ma. Generación. 

• 16 GB de RAM de 2933 MHz. 

 

 

 

4. CONCLUSIONES 

Considerando a la ionósfera esta como una 

sola capa homogénea sin aplicación de fuerza 

a las cargas, el método SPPS permite 

determinar eficazmente todos los números de 

onda de los modos guiados por ella con una 

precisión del orden de 10–9 para un caso 

donde el método tradicional permite obtener 

una solución analítica. Este procedimiento se 

puede generalizar aplicando la misma 

metodología para n-capas que se quisiesen 

contemplar. El método SPPS ofrece como 

ventaja contra otros métodos el ser capaz de 

lidiar tanto con dichas variaciones 
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escalonadas como con una variación continua 

de los parámetros de la ionosfera con respecto 

a la altura (no homogénea y estratificada), en 

un solo paso y sin incrementar su complejidad 

algorítmica (ver [15]-[17]), lo que nos 

permite esperar pronto ofrecer resultados bajo 

esas consideraciones. 

 

5. ANEXOS 

El código implementado para el método 

SPPS, el método analítico aplicado y en el 

presente trabajo fue subido a un repositorio de 

códigos de programación para su libre 

acceso: 

https://github.com/Flegias3/M-todo-SPPS-

para-propagaci-n-de-ondas-en-medios-

estratificados.git 
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