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Abstract

The paper is devoted to the analysis of the mode structure of radio wave propagation modes in the
stratified atmosphere considering the reflection from the ionospheric layers. The dispersion
equation corresponding to the simulation of propagation in the atmosphere through the air layer
and the reflecting plasma half-space (non-homogeneous stratified ionosphere without the
application of forces to the charges) is considered. The use of Spectral Parameter Power Series
(SPPS) method is proposed for the analysis of radio wave propagation in the ionosphere as it shows
good performance in solving the problem arising in this theoretical modeling compared to other
numerical methods. Numerical results are obtained as the wavenumbers of the propagation modes
for the different reflecting ionospheric layers with the possibility to analyze the wavenumber
variation as a function of ionosphere height in a practically arbitrary way at a given frequency.
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Resumen

El trabajo esta dedicado al anélisis de la estructura de los modos de propagacion de ondas de radio
en la atmdsfera estratificada teniendo en cuenta la reflexion de las capas ionosféricas. Se considera
la ecuacidn de dispersion correspondiente a la simulacion de la propagacion en la atmdsfera por la
capa de aire y el semiespacio de plasma reflectante (ionosfera no homogénea estratificada sin
aplicacion de fuerzas a las cargas). Se propone el uso del método de Series de Potencias del
Parametro Espectral (SPPS por sus siglas en inglés) para el anélisis de la propagacion de ondas de
radio en la ionosfera ya que muestra buen desempefio en la solucién del problema que surge en
este modelado tedrico en comparacion con otros métodos numéricos. Se obtienen resultados
numéricos como los numeros de onda de los modos de propagacion para las diferentes capas
ionosféricas reflectantes con la posibilidad de analizar la variacion del nimero de onda en funcién
de la altura de la ionosfera de una forma practicamente arbitraria a una frecuencia dada.

Palabras clave: Atmdsfera, estructura de modo, nimeros de onda, onda de radio, propagacion.

. INTRODUCCION noche (véase Fig. 1). Las ondas de radio por
Se considera la propagacién de ondas debajo de 40 MHz se ven afectadas
electromagnéticas en la atmdsfera terrestre. significativamente  por  la  ionosfera,
Este problema tiene importantes intereses principalmente porque las ondas de radio en
tedricos y aplicados, por ejemplo, en las este rango de frecuencia se reflejan de manera
comunicaciones por satélite, radioastronomia, efectiva por la ionosfera. Se tomaran en
etc. (ver [1]-[4]). La ionosfera existe entre cuenta las cuatro capas que conforman a la
aproximadamente 90 y 1000 km sobre la ionosfera.

superficie de la tierra. La radiacion del sol
ioniza 4tomos y moléculas en esta region,
liberando electrones y creando una region de ,

iones y electrones libres. Sometidos al campo 1000 -
eléctrico externo de una sefial de radio, estos 500 |
electrones libres y iones experimentan una F CapaF
fuerza que les ocasionara un movimiento. Sin : Mt i
embargo, dado que la masa de los iones es N

3 SIS RS [IRES y ER

mucho mayor a la masa de los electrones, los
movimientos ionicos son relativamente
pequefios y seran ignorados (al igual que la

10° 10" 14 1o¥
N/m?

Figura 1. Capas D, E y F durante el dia y la noche

colision de electrones) en este trabajo (ver, por [5].

ejemplo, [5]). La ionizacién de los rayos del

sol produce densidades de electrones libres Se parte del andlisis de los modos propagados
del orden de 10'° a 10'2 electrones por metro en una onda electromagnética desde las
cubico (ver [5]). Las capas de alta densidad de ecuaciones de Maxwell a partir de las cuales
electrones reciben nombres especiales: son se obtiene una ecuacion de dispersién para la
Ilamadas capas D, E y F (para mas detalles, propagacion (ver [6]), la cual se puede
ver [5]). Durante el dia, la capa F se divide en manipular y llevar a una forma de Sturm-
dos capas llamadas F1 y F2, mientras que la Liouville. Esto permite resolver la ecuacion
capa D desaparece completamente por la de dispersion con un método analitico (para
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casos simples muy concretos) y de forma
numerica con el método SPPS. En
comparativa con otros métodos sefialados en
este trabajo, este método ofrece una nueva,
efectiva y eficaz alternativa para la resolucion
de la ecuacién de dispersion planteada y la
obtencion de los modos de propagacion
correspondientes.

Es necesario sefialar que el analisis que se
realiza a lo largo de todo este trabajo es
considerando que la frecuencia de operacion
siempre serd mayor a la frecuencia de plasma
w > wy,. Asi se toman en cuenta los efectos de
propagacion de dicha frecuencia en la
ionosfera, condicionada a atravesarla, pero
con una refraccion significativa. En este caso
se usa una frecuencia de f = 13.21 MHz. Los
pardmetros usados en este trabajo son
tomados directamente de una situacion real
respecto a la ionosfera, su estratificacion y sus
frecuencias criticas (ver [7]). Se considera a la
ionosfera iniciando una altura de 83 km y
terminando a 255 km aproximadamente y
constituida (por simplicidad) por cuatro capas.
Se fija una altura de referencia a 300 km sobre
la superficie de la tierra, sobre la ionosfera y
hasta donde termina el anélisis. Los valores de
los parametros utilizados en cada capa surgen
de la literatura (ver [7]) y permiten analizar la
propagacion a través de las capas ionosféricas.
Se buscaron en la bibliografia resultados
disponibles numéricos del calculo de los
nimeros de onda presentes en esta guia
ionosférica de plasma para poder realizar una
comparativa con los resultados obtenidos y
éstos solo se han obtenido analizando la
propagacion entre capas homogéneas
recorriéndolas una a una. Aqui se usan tales

N,(z)e?
m
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soluciones analiticas junto con los parametros
reales ya mencionados para evaluar la
precision de las soluciones que entrega el
método SPPS en este modelo simplificado, lo
cual se hace en la Seccion V.

Cabe mencionar que, a diferencia de otros
métodos, como el método Ray Tracing (ver,
por ejemplo, [8]-[12]) y el método Finite-
Difference Time-Domain (ver, por ejemplo,
[13]), el método SPPS ofrece una nueva
alternativa para el analisis, procesamiento y
obtencion de los modos de propagacion de
una onda electromagnética en un medio
estratificado como la ionosfera no homogénea
y sin aplicacion de fuerzas a las cargas. Un
analisis mas detallado utilizando una funcion
continua para describir las variaciones en la
densidad de plasma en funcion de la altura de
la ionosfera se plantea como un trabajo que
podré llevarse a cabo a futuro.

El trabajo se divide de la siguiente manera. En
la seccion Il se introducen algunos parametros
basicos que permiten caracterizar a una onda
electromagnética viajando en plasma. En la
seccion Il se describe la forma en que se
obtiene la ecuacion de dispersion cuyas
soluciones representaradn los modos guiados.
De los métodos existentes y su comparativa
con el método SPPS se habla en la seccion 1V
del presente trabajo. Finalmente, en la seccién
V se muestran los resultados obtenidos.

1. PARAMETROS DE UNA ONDA
ELECTROMAGNETICA VIAJANDO
EN PLASMA
Una frecuencia de plasma (w,) se puede
definir como (ver [3], [5]).

wj(z) = ——— =~ 3183N,(2), (Ec. 1)

&o

Donde N, (z) es la densidad de electrones, z
es la altura respecto a la superficie de la tierra,
e es la carga del electrén, m es la masa del

electron y ¢, es la permitividad eléctrica del
espacio libre. Note que esta densidad depende
de la altura con respecto a la superficie de la
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tierra. En una primera region muestra un
comportamiento donde aproximadamente y
en términos generales, crece con la altura (ver
[3], [5]). Se llega a una altura donde N,(z) se
estabiliza, alcanza su valor maximo y después
hay una region donde decrece. Por encima de
esta region, para una altura constante que se
denotara como H, se puede considerar como
una constante a N,(z) para z > H. Cada
altura de las distintas regiones puede
identificarse como la altura de las capas que
conforman a la ionosfera para este trabajo.

La dificultad de modelar los distintos valores
de N, (z) con respecto a la altura obliga a usar
métodos numericos para la obtencién de los
modos propagados.

La velocidad de fase en el plasma (c,) se
calcula como:

Co

(W) = ——
w

/1 e 4

wZ

Donde c, es la velocidad de la luz en el vacio,
y, a partir de la cual, el nimero de onda en el
plasma (k,) es dado como:

k(@) w 1 5 2<a)
w) = =— |lw?—wj <—.
P cp(@)  coN P e

2

> Co, Siw > wp,

d
Vid(w,x,z) + ﬁdb(w, x,z) + k*(w,2)P(w,x,2) =0,

XER?0<z< o,

Donde ®(w,x,z) es el campo escalar del
campo magnético H,(w,x,z) en su
componente z, x es el vector de direccién
horizontal y z es la direccion vertical. La
solucion se asume de la forma:

d(w,x,2) = e**u(w,a, z),
a=(a;,a,),
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La velocidad de grupo en el plasma (v,) esta
dada como:

() 1 w3 <
VW) = = Cp I Co,
p k; () w?

w > Wy,

Donde k,, es la derivada de k,, respecto a w.
Las velocidades de fase y de grupo para una
onda viajera a una frecuencia determinada y
para un modo dado, son la velocidad de una
superficie equifasica en la direccion de
propagacion y la velocidad a la que la energia
es transportada en la direccion de
propagacion, respectivamente. EI nimero de
onda también se puede calcular como 2m/A,
donde A es la longitud de onda en el medio

(ver [14]).

I1l.  DEFINICION DE LOS MODOS DE
PROPAGACION EN LA
ATMOSFERA

Partiendo del andlisis de los modos
propagados, de las ecuaciones de Maxwell en
su forma diferencial se puede obtener una
serie de ecuaciones onda escalares (ver, por
ejemplo, [6], pp. 12, 45-46), para la obtencion
de la siguiente ecuacion:

(Ec. 2)

Donde «a es conocido como el vector de onda,
este sefiala la direccion de la propagacion de
la onda cuya magnitud |a| es el nimero de
onda.

Asi, puede obtenerse para u(w, , z).
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d*u(w, |al, z)

Tz T (= lal))u(w lal,z) = 0,z € (0, +0), (Ec. 3)
Asignando a = |a| y bajo las condiciones de u(w,a,0) =0, (Ec. 4)
continuidad
y
u(w,a,H—0) = u(w,a, H+0),
ou(w,a,H—0) B ou(w,a,H +0) (Ec. 5)
0z B 0z '
Pueden asociarse Ecuacion (3) y las ecuacion diferencial ordinaria con forma a la
condiciones Ecuacién (4) y Ecuacion (5) con ecuacion de Sturm-Liouville (ver, por
el siguiente problema espectral para la ejemplo, [15] y las referencias ahi citadas).
d*u(w,a,z
% + k% (w, 2)u(w, a,z) = a*u(w,a,z), z€ (0,+x). (Ec. 6)
Para su solucién, usualmente primero se (3) en el intervalo (0,H) que satisface las
considera la solucion u, (w, a, z) de Ecuacion condiciones iniciales.
ou,(w,a,z
uy(w,a,0) =0, %:1, z=0, a>0. (Ec.7)

La solucion es Unica. Después se considera la
soluciéon u;(w,a,z) de Ecuacion (3) en el
intervalo (H, +0):

d*u;(w, a, z)

1,7 + k*(w, 2)u;(w, @, z) = a?uj(w,a,z), H<z<+oo, (Ec. 8)

Esta es una ecuacién con coeficientes
constantes, por lo tanto:

2_1,2 _ _ 2_1,2 _
w(w, @, H) = C(w,a)eN” T 40 (@) VT (Ec. 9)
H <z < +oo,

ParaH < z < 4. Las constantes C; (w, a) y

C,(w, @) pueden ser encontradas a partir de Donde u,(w,a,z) es la derivada de
las condiciones Ecuacién (4) y Ecuacién (5): u, (w, a, z) respecto a z. Se considera ademas
que las soluciones de Ecuacion (8) satisfacen
Ci(w,a) + C(w,a) = uy(w,a, H), las condiciones
u, (w,a, H)

Ci(w,a) — C(w,a) =

’ lim u(w,a,z) =0,
/az — k#(w) Zo%
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Esto da como resultado C;(w, a) = 0. Por lo
tanto, « debe ser la solucion de la ecuacion de
dispersion

u (w,a, H
uy(w,a,H) + M
’az — k?(w) (Ec. 10)
=0
Donde

ki(w) < a < kipgx(w):

= Zrer%&)é] k,(w,z),

ki(w) < a1(w) < ay(w) < -
< ap(w) < kq(w),

Y donde a;(w) es llamado el Numero de
Modo de Onda (NMO) y es una solucién a la
ecuacion de dispersion para las condiciones
de frontera especificadas.

IV.  MEegToDpo SPPS

El método SPPS (Series de Potencias del
Parametro Espectral, SPPS por sus siglas en
inglés) es una técnica desarrollada en afios
recientes. Se usa para resolver ecuaciones
diferenciales lineales de segundo orden. Estas
pertenecen a un campo clasico de las
matematicas donde hay ya diversas maneras
de resolverlas. No obstante, hay fuertes
limitaciones a la aplicabilidad de los
esquemas numeéricos  disponibles.  Por
ejemplo, si el espectro discreto de un
problema no es necesariamente real, hay muy
pocas opciones para tratar dicho problema
(e.g. diferencias finitas, que también tiene sus
limitaciones, ver [13], [15]-[17]). También,
por ejemplo, considere que las ecuaciones
resultantes para el método Finite-Difference
Time-Domain son resueltas de una manera
“en saltos” una y otra vez hasta que el estado
deseado transitorio o0 estacionario del
comportamiento del campo electromagnético
haya evolucionado completamente para la
situacion de una onda electromagnética ELF
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(Extremely Low Frequency) propagada en la
ionosfera (ver [13]). Otro caso con el método
Ray Tracing (siendo el méas usado en la
actualidad), es que evalGa el camino de una
onda electromagnética en la ionosfera
modelando la onda como un rayo. El proceso
avanza repetidamente sobre distancias
pequefias hasta completar la ruta deseada y en
su proceso pueden surgir inconsistencias
debidas a errores numéricos computacionales
como también puede surgir una cierta
complejidad en la programacion del
modelado que se haya planteado (ver [8]-
[12]). En contraste, el método SPPS permite
realizar en un solo proceso la obtencion de los
modos de propagaciébn de wuna onda
electromagnética a través de la ionosfera de
manera rapida, efectiva y eficaz, ofreciendo
un grado de error suficientemente pequefio,
como se pretende mostrar en este trabajo, para
su aplicacion préctica.

La principal ventaja del método SPPS es que,
a diferencia de otros métodos, como el

método  Wentzel-Kramers-Brillouin  por
ejemplo, es un método para encontrar
soluciones aproximadas a ecuaciones

diferenciales lineales con coeficientes que
varian espacialmente y le permite a uno
trabajar con una representacion analitica de la
solucion, en vez de s6lo una tabla de valores
entregados por un método numérico (ver
[16]-[18]). Otra diferencia contra otras
técnicas es que no se requiere asumir al valor
de A como pequefio o grande (el método
Wentzel-Kramers-Brillouin  sélo funciona
cuando es relativamente grande) (ver [16]-
[18]). En general, se tienen tres caracteristicas
importantes (ver [15]-[17]):

1. Para resolver problemas de valores
iniciales o con valores de frontera, el
método SPPS se desempefia mejor o
al menos igual que otras técnicas
puramente numeéricas.
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2. Es altamente ventajoso cuando la
solucion se requiere para distintos
valores del pardmetro espectral.

3. El método SPPS permite escribir en
forma explicita las ecuaciones
caracteristicas de muchos problemas
espectrales, a los cuales en la practica
reduce a la localizacion de ceros de las
funciones analiticas correspondientes
dadas por sus series de Taylor.

Este método, el cual parte de una ecuacion

de Sturm-Liouville en una forma
generalizada, considera la ecuacion:

(pu') + qu = Ary,

Donde p, q,r, u son funciones complejo-
valuadas, A es el pardmetro espectral siendo

x)? =D ()u(s)r(s)ds,

Noviembre - Diciembre 2022

este una constante compleja arbitraria, donde
()" es la derivada con respecto a la variable
independiente x. Para lo cual propone una
solucion general u de la forma:

u= C1u1 + Czuz,

Siendo

o)

u1 == uo z AkX(Zk) , uz

k=0
o0

— 1, Z Ak x (2k+1)

k=0

Con X™ y X(™ definidos por relaciones
recursivas paran=1, 2, ...

n impar,
X’(n) (x) = xox 1
Xn-D(e)——— (s n par,
L D aeore P
[] XD (s) —— n impar,
e = J (s)p(s)

Xo
y partiendo de X(® =1y X©® =1,

Partiendo del modelo planteado en la Seccion
11 (bien conocido en la literatura), y
considerando la descripcién del método SPPS
recién mostrada (también ya aplicado a
diversos problemas), aqui se plantea su
solucion mediante el método SPPS, la cual
consiste en obtener la solucion u;(w, a, z)

72

L JXX(”‘l)(s)ug (s)r(s)ds, n par,

bajo las condiciones de continuidad de la
solucion en las capas no homogéneas inferior
y superior a su vez definiendo con los
parametros de la ionosfera estratificada las
funciones p, q y r. Como un ejemplo, puede
considerarse los registrados en la Tabla 1
tomados de las mediciones y condiciones
practicas de [7].
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Tabla 1. Valores practicos de frecuencias de plasma con sus respectivas alturas y densidades de electrones.

iongg‘lz’z?ica Altura maxima Densidad de electgones Frecuencia Critica
de capa z [km] N(z) [x1011 F] f. [MHz]
D 81.03 0.0075 0.246
E 105.00 1.2300 3.148
F1 182.09 2.4324 4,429
F2 254.99 6.0767 7.000

El algoritmo permite calcular los nimeros de
modo de onda a;(w),j =1,..,m, para la
propagacién de las ondas de radio en la
atmosfera en la guia de onda de plasma

simulada. Estos se caracterizan por el nimero
de onda k(w,z) con z € (0,+), segln se
muestra:

)
(kl(w) = —,0 <z < H (Parte baja de la atmdsfera),

Co
k V@ <l (on
k(wz) =4 Kel@?)="——"——»H<z<H (onbsfera), (Ec. 11)
/a)z — W)y
\ k;(w) = ———,z > H, (Sobre la iondsfera),
0

Donde wy,(z),es la frecuencia de plasma
variable por cada altura z € [H, H,] de cada ¢(w,a,0) =0, (Ec. 13)

capa que compone la iondsfera, w,; es la
frecuencia del plasma de la parte superior de
la ionosfera, y donde:

max wy(2) < wpr. (Ec. 12)

Asuma que ¢ satisface la condicion de
frontera en la superficie de la Tierra:

01(w,a,z) = sin( /kf(w) - azz),z € (0,H),a < k;(w).

Se debe encontrar la solucion del problema de

Cauchy mediante el método SPPS respecto a

a? para Ecuacion (10) en el intervalo z €

Donde ¢ es la funcion de onda. El esquema
de calculo de los modos de onda a;(w)
aplicando el método SPPS es el siguiente.
Considere la Ecuacion (10) para z € (0,H)
con k?(w, z) = k2(w) y llame a su solucién
¢1(w, @, z), la cual satisface Ecuacion (13),

(Ec. 14)

(H,H,) con k?(w, z) = k2(w, z), llamando a
su solucién ¢, (w, a, z). Se tienen ademas las
condiciones de continuidad:

(pZ(wt Qf,H) = ‘Pl(w; a, H);

d(pZ(wl a)Z) d(pl(w, Ol,Z)
=  Z

dz dz

De tal manera que:
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¢,(w,a,H) = sin( /kf(a)) - aZH),

do,(w,a,z) (Ec. 15)
(p2d+ = fkf(w) — a? cos< fkf(w) - azz>,a < ki(w),z = H.
Ahora, para la parte superior a la ionosfera, de su soluciéon ¢;(w,a,z), donde a > k;(w)
Ecuacién (10) ahora para z € (H;, +0), con bajo las condiciones de continuidad:
k?(w, z) = k%(w) y llamando en este caso a
(pB(wl a, Hl) = ¢2(wl a, Hl):
dps(w,a,z)  do;(w,a,z) (Ec. 16)
= ) zZ = H1
dz dz
Donde @,(w,a, Hy) Y W’Z — H, paré la squcic’iré para ¢s(w, @, z) se sustituye
deben ser obtenidas previamente. Entonces en Ecuacion (10).
d?p-.(w,a,z
% + k¥ (w,2)p3(w,a,z) = a?@3(w,,2z), Hy <z < +oo, (Ec. 17)

Esta Ecuacion (17) tiene coeficientes
constantes, por lo tanto:

2_12 _ (EC 18)
¢3(w,a,z) = C;(w, a)em(z Hy)
— 2_1,2 _
+ C(w,a)e m(z Hy) Ho<7< 4o

Donde o,(w,a, H;) es calculada por el

método SPPS, esto es, ¢s;(w,a,Hy) Y Por lo tanto, se obtiene el sistema de
d(p3E;Z)'a'Z),Z = H, son conocidos. ecuaciones siguiente:

Cl(wﬁ CZ) + CZ ((1), CZ) = (pZ ((1), a, Hl)ﬂ
1 d U,
C(w, ) — Cy(w, @) = 92w, a,2) (Ec. 19)

, z = H;.
Ja? — k3 (w) dz '

Del cual pueden determinarse:

Ci( )_1 ( 1) + 1 do,(w,a,z) _y
C,(0, ) = 1 ( 1) 1 do,(w,a,z) _y '
2(@,0) = 2| p2(w @, Hy N, P , Zz=H,.
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La solucion Ecuacion (18) es decreciente
exponencialmente si y solo si C;(w,a) = 0.

1

d(pz (a)) a, Z) _

Noviembre - Diciembre 2022

Por lo tanto, se obtiene la ecuacién de
dispersion:

AMw,a) = p,(w,a,z) +

Ja? — k2 (w)

Para el calculo de los nimeros de modo de
onda a;(w),j = 1, ..., N(w) en el intervalo:

2 _ ;2
/a) w2, w\
OIE\— .

Co "o

Entonces los niUmeros de modo de onda
a;(w) son las soluciones a la ecuacion de
dispersion Ecuacién (21) y las
eigenfunciones del problema de Sturm-
Liouville 4;(w) = a(w) donde

@, (w, a, Hy) es determinada por el método
SPPS.

Considerando a;(w) la funcion del nimero
de modo de onda dependiente de la
frecuencia w, es solucién de Ecuacion (21),
se pueden obtener las velocidades de grupo
de los modos (V) con las soluciones
obtenidas del método SPPS, siendo:

1 m
ng(a)) = m?, (Ec. 22)

dz

0, z=H,. (Ec. 21)

Donde a;(w) es la derivada de a;(w)
respecto a w.

V. RESULTADOS

Modelando la atmosfera segun los parametros
de la Tabla 2, se implementaron tanto el
método de solucion analitico (visto en la
Seccion 11, Ecuacion (10), para el modelo
mas simple de la atmdsfera constituido por
pocas capas homogéneas) como el método
SPPS mediante codigos elaborados en Matlab
(ver Anexos) para facilitar y agilizar la
obtencion de resultados para la ecuacion de
dispersion para un modelo estratificado (en
este caso de cuatro capas). Si bien la solucién
analitica podria emplearse para un analisis
mas minucioso, esto implicaria considerar un
nimero grande de capas estratificadas
conformando a la ionosfera e ir analizando el
paso de la onda por cada una de ellas. El
método SPPS podria permitir el analisis en un
solo paso tomando en cuenta al nimero de
onda como funcién de la altura ligado a la
densidad electronica de la ionosfera.

Tabla 2. Frecuencias criticas de plasma y nimeros de onda en respectivas capas de la atmésfera en diversas alturas

utilizadas para el método analitico y el método SPPS.

Altura . .
maxima de Frecuencia critica de plasma Frecuencia de plasmg NGmero de cl)nda
cada capa (z (f . [MHz]) (wp = 2nf, [x 106 %]) (k(w, z) [;D
[km])
0-81.03 -
(Capa de aire) B B o
81.03 - 105.00 0.246 1.55 k, =0.2748
105.00 - -
182.09 3.148 19.78 k, = 0.2687
182.09 - _
254.99 4.429 27.83 k, =0.2607
254.99 - ... 7 44 ks = 0.2346
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Donde k; es obtenido de la frecuencia de
operacion (a) = 2nf = 2n(13.21 MHz) =

83 |

d .
= ) Puede asumirse a k(w,z) como

S
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una adicion de diferentes funciones de
Heaviside con valores dependientes de z

como se muestra en la Figura 2.

Construccion de la funcion k(w, z)

0.28 .

0275

027

0.265

0.23 ' '
0 50 100

150 200 250 300
Z (km)

Figura 2. Numero de onda como variable, dependiente de z seglin datos de la Tabla 2.

Con la frecuencia de operacion w = 83 X
106 %, considerando la estratificacion de la
ionosfera y tras implementar el método SPPS,
se obtuvieron los Numeros de Modo de Onda

plasmados en la Tabla 3 (véase también la
Fig. 3).

Tabla 3. Nimeros de modo de onda (NMO).

1
a, NMO [—]

m
o, 0.2497
a, 0.2651
as 0.2738
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% 10%° Ecuacion de dispersion
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Figura 3. Oscilaciones de la ecuacién de dispersién, donde cada cruce por cero identifica un NMO (sefialados con
los circulos naranjas) que satisfacen la ecuacién de dispersién.

Para poder validar la precision con la que se
calculan los nimeros de modo de onda, se Ejy = INMOsnaiitico — NMOspps]|
comparan los obtenidos por los métodos
respectivamente). Se prueba el modelo maés
E, = NMO anaiitico-NMOspps
R -_ .
NMO gnalitico

simple de la atmosfera para cada una de las
capas con las condiciones mostradas en la
Tabla 2, donde los cddigos de programacion
empleados se encuentran en el Anexo. Se

calcula el error absoluto:

Para la primera capa en 81.03 [km], se tienen
los siguientes datos registrados en la Tabla 4.

Tabla 4. Comparacion de los resultados obtenidos método SPPS y el método analitico.
NMO Método SPPS Método analitico Ea Er
a, 0.275369353727715 0.275369353739054  11.339x10712  41.177x10~ '

Para la segunda capa en 105 [km], se tienen
los siguientes datos registrados en la Tabla 5.
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Tabla 5. Comparacion de los resultados obtenidos del método SPPS y el método analitico.

NMO Método SPPS Método analitico Ea Er
o, 0.271861574256021 0.271861575483257 1.227x107° 4.514x10~°
a, 0.275437422865519 | 0.275437568234162 145.368x107° 527.773x107°

Para la tercera capa en 182.09 [km], se tienen
los datos registrados en la Tabla 6.

Tabla 6. Comparacion de los resultados obtenidos del método SPPS y el método analitico.

NMO Método SPPS Meétodo analitico Ea Er
a; 0.264698042265001 @ 0.264697757056782 2.852x10~7 1.077x107°
o, 0.268978902593941 | 0.268984246603201 5.344x10°° 1.986x107°
as 0.272342830607544 | 0.272363062337198 2.023x107°3 7.428x107°
a, 0.274746686577729 | 0.274757084465691 1.039x107° 3.784x107°
as 0.276187037677736 @ 0.276213232262049 2.619x107° 9.483x10~°

Considerando (solo por dar algun valor) el
rango frecuencias de 83 < w < 95.987

0.32

(x 106 %) se pudieron calcular las
funciones a;(w) respectivas (ver Fig. 4).

Numeros de modo de onda (aj(w))

0.31

03r

029

0.28

a(w) (1/m)

0.27

0.26

0.25

0.24
8.2

8.4

8.6

8.8

9 9.2
w (rad/s)

94 9.6

%107

Figura 4. Cada uno de los ocho NMO calculados en las frecuencias 83 < w < 95.987 (x 10° %)
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A partir de las diferentes a;(w) pueden
obtenerse las velocidades de grupo de los
modos, de Ecuacion (22) se construyen las
velocidades de grupo de los modos mismas

Noviembre - Diciembre 2022

que se muestran en la Fig. 5, donde el mismo
cédigo de programacion empleado para la
resolucion de este se puede encontrar en el
Anexo.

ng(w) (m/s)

2.95

29

2.85

2.8

2.75

2.7

2.65

26

2.55

2.5

%108

Velocidades de Grupo de los Modos (ng(w))

8.6 8.8 9

w (rad/s)
Figura 5. Velocidades de Grupo de los Modos.

9.6
%107

La implementacion en una PC estandar tarda
alrededor de 12.5 segundos de procesamiento
para la resolucion de la ecuacion de
dispersion y la obtencion de los NMO
respecto a cada capa (o altura) a una
frecuencia contemplada con un cédigo de
MATLAB R2022a. En esencia la PC estandar
utilizada cuenta con:

. Procesador Intel Core i7 de 2.6 GHz
10ma. Generacion.

. 16 GB de RAM de 2933 MHz.

4. CONCLUSIONES

Considerando a la iondsfera esta como una
sola capa homogenea sin aplicacion de fuerza
a las cargas, el método SPPS permite
determinar eficazmente todos los nimeros de
onda de los modos guiados por ella con una
precision del orden de 107° para un caso
donde el método tradicional permite obtener
una solucion analitica. Este procedimiento se
puede generalizar aplicando la misma
metodologia para n-capas que se quisiesen
contemplar. EI método SPPS ofrece como
ventaja contra otros métodos el ser capaz de
lidiar tanto con dichas variaciones
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escalonadas como con una variacion continua
de los parametros de la ionosfera con respecto
a la altura (no homogénea y estratificada), en
un solo paso y sin incrementar su complejidad
algoritmica (ver [15]-[17]), lo que nos
permite esperar pronto ofrecer resultados bajo
esas consideraciones.

5. ANEXOS

El cddigo implementado para el método
SPPS, el método analitico aplicado y en el
presente trabajo fue subido a un repositorio de
codigos de programacion para su libre
acceso:
https://github.com/Flegias3/M-todo-SPPS-
para-propagaci-n-de-ondas-en-medios-
estratificados.qgit
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